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Cechy podzielnoœci przez ró¿ne liczby naturalne

Celem niniejszej publikacji jest przede wszystkim podanie elementarnych

uzasadnieñ niektórych cech podzielnoœci pewnych liczb naturalnych. Nowa

podstawa programowa nauczania matematyki w szko³ach ponadgimnazjalnych

tego nie przewiduje. W szkole wspomina siê jedynie o niektórych cechach po-

dzielnoœci oraz „testuje” siê te cechy na wybranych liczbach. S¹dzimy, ¿e nasze

podejœcie ma du¿e walory dydaktyczne – ods³ania ono metodê opracowywania

takich cech i mo¿e byæ z powodzeniem prezentowane uczniom. Ponadto podane

s¹ te¿ liczne adekwatnie dobrane przyk³ady. Nasza propozycja mo¿e byæ wyko-

rzystana w praktyce zawodowej czynnych nauczycieli matematyki lub te¿ osób,

które pragn¹ zostaæ nauczycielami. Proponowane przez nas uzasadnienia

niew¹tpliwie przyczyni¹ siê do uatrakcyjnienia nauczania poprawnego wniosko-

wania, byæ mo¿e te¿ zostan¹ wykorzystane przez osoby na co dzieñ nie-

zwi¹zane z matematyk¹, np. do weryfikacji swoich wydatków.

W dalszych rozwa¿aniach zak³adamy, ¿e liczby L oraz m s¹ naturalne

(rozszerzenie rozwa¿añ na liczby ca³kowite pominiemy). Podzielnoœæ liczby L

przez liczbê m mo¿na ustaliæ trzema sposobami:

1. Wykonanie bezpoœredniego dzielenia liczby L przez m (m � 0). Je¿eli

liczba L dzieli siê przez m z reszt¹ zero, to znaczy, ¿e liczba L jest podzielna

przez m (co zapisujemy m�L).

2. Rozk³ad liczby L na czynniki pierwsze. Je¿eli w rozk³adzie liczby L na

czynniki pierwsze wystêpuje czynnik m lub wystêpuj¹ czynniki, które w iloczy-

nie daj¹ liczbê m, to m�L.

3. Wykorzystanie cech podzielnoœci liczb.



Nale¿y zauwa¿yæ, ¿e niekiedy bezpoœrednie dzielenie liczby L przez dan¹

liczbê m � 0 pozwala rozstrzygn¹æ o podzielnoœci szybciej ni¿ dwa pozosta³e

sposoby. Czêsto jednak korzystamy ze sposobów 2 i 3. Na przyk³ad w celu zba-

dania podzielnoœci liczby 420 przez 12 mo¿emy roz³o¿yæ liczbê 420 na czynni-

ki: 420 = 2 � 2 � 3 � 5 � 7. Poniewa¿ 12 = 2 � 2 � 3, zatem 12�420.

Omówimy dok³adniej ostatni ze sposobów, podaj¹c cechy podzielnoœci liczb

przez ka¿d¹ liczbê naturaln¹ z przedzia³u �2, 15� oraz przez niektóre inne liczby

naturalne. W szkole wykorzystuje siê tylko cechy podzielnoœci liczb przez

niektóre liczby z przedzia³u �2, 15�, gdy tymczasem uzasadnienie i wykorzysta-

nie cech podzielnoœci przez inne liczby z tego przedzia³u nie jest trudne.

Przez cechê podzielnoœci liczby L przez liczbê naturaln¹ m � 0 rozumiemy

warunek konieczny i dostateczny podzielnoœci L przez m. Na przyk³ad cecha

podzielnoœci przez liczbê 9 ma postaæ:

� warunek konieczny: Je¿eli liczba L jest podzielna przez 9, to suma cyfr tej

liczby jest podzielna przez 9;

� warunek dostateczny: Je¿eli suma cyfr liczby L jest podzielna przez 9, to

liczba ta jest podzielna przez 9.

Podobnie cechy bbb, bkb, kbk przystawania trójk¹tów maj¹ postaæ warunku

koniecznego i dostatecznego.

Przy ustalaniu podzielnoœci liczb korzystamy najczêœciej z warunku dosta-

tecznego danej cechy. Omówimy najpierw zagadnienia teoretyczne dotycz¹ce

cech podzielnoœci liczb, a nastêpnie zilustrujemy sposób wykorzystania tych

cech w praktyce szkolnej.

Przy ustalaniu cech podzielnoœci liczb korzystamy z nastêpuj¹cych w³asnoœci:

III. Je¿eli f jest wielomianem o wspó³czynnikach ca³kowitych postaci:

f(x) = cnx
n + cn–1x

n–1 + � + c2x
2 + c1x + c0 oraz m�a – b, to m�f(a) – f(b).

III. Je¿eli m�p – q, to (m�p wtedy i tylko wtedy, gdy m�q).

III. Je¿eli NWD(a, b) = 1 i m�a i m�b, to m�a � b.

Liczbê naturaln¹ zapisan¹ w systemie pozycyjnym dziesiêtnym w postaci

L = (cncn–1 � c2c1c0)10 mo¿na przedstawiæ nastêpuj¹co:

L = cn � 10n + cn–1 � 10n–1 + � + c2 � 102 + c1 � 10 + c0.

Mamy wiêc: L = f(10).

A. Podzielnoœæ liczby L przez 2, 5 i 10.

Na podstawie oczywistych zale¿noœci: 2�10 – 0, 5�10 – 0, 10�10 – 0 oraz wo-

bec w³asnoœci (I) otrzymujemy: 2�f(10) – f(0), 5�f(10) – f(0), 10�f(10) – f(0).

Poniewa¿ f(10) = L, f(0) = c0, zatem: 2�L – c0, 5�L – c0, 10�L – c0. St¹d na

podstawie w³asnoœci (II) mamy:

– je¿eli c0 jest liczb¹ parzyst¹ (c0 � {0, 2, 4, 6, 8}), to 2�L;
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– je¿eli c0 = 0 lub c0 = 5, to 5�L;

– je¿eli c0 = 0, to 10�L.

Podaliœmy tutaj warunki dostateczne podzielnoœci liczby L przez 2, 5 i 10.

Warunki konieczne otrzymamy, podaj¹c implikacje odwrotne.

B. Podzielnoœæ liczby L przez 4 i przez 8.

Korzystaj¹c z prawdziwych zale¿noœci: 4�10 – 2, 4�10 – (–2), 8�10 – 2 oraz

z w³asnoœci (I), mamy: 4�f(10) – f(2), 4�f(10) – f(–2), 8�f(10) – f(2).

Poniewa¿ f(10) = L oraz

f(2) = cn � 2n + � + c2 � 22 + c1 � 2 + c0 = 22(cn � 2n–2 + � + c2) + c1 � 2 + c0,

f(–2) = cn � (–2)n + � + c2 � (–2)2 + c1 � (–2) + c0 = (–2)2(cn � (–2)n–2 � +c2) – 2c1 + c0,

f(2) = 23(cn � 2n–3 + � + c3) + c2 � 22 + c1 � 2 + c0,

zatem

4�L 	 4�f(2) 	 4�2c1 + c0,

4�L 	 4�f(–2) 	 4�– 2c1 + c0,

8�L 	 8�f(2) 	 8�4c2 + 2c1 + c0.

Liczba L jest wiêc podzielna przez 4 wtedy i tylko wtedy, gdy 4�2c1 + c0 lub

4�– 2c1 + c0.

Liczba L jest wiêc podzielna przez 8 wtedy i tylko wtedy, gdy 8�4c2 + 2c1 + c0.

C. Podzielnoœæ liczby L przez 7, 11, 13, 125 i 1000.

Liczbê L = cn � 10n + cn–1 � 10n–1 + � � c2 � 102 + c1 � 10 + c0 mo¿na przed-

stawiæ nastêpuj¹co:
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Rozwa¿my funkcjê g postaci:
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L

c x c c c x c c cn n n n

n n

�

� � � � �� � �

�

( ) ( ) ( )00
10 1 2 3 10 5 4 3 10

3

3

3
� � �

�

� �� � �

�

x

c c c n

c c x c c cn n n n n

n

( ) , ,

( ) (

2 1 0 10

1 10 2 3

3

0
1

3

gdy

� � � � � �

� �

�

4 10 5 4 3 10

2 1 0 10

4

3

3 1

) ( )

( ) , ,

(

x c c c x

c c c n

c

n

n

�

gdy

c c x c c c x c c c
n n n n n

n n

� � � � �� � � � �
� �

1 2 10 3 4 5 10 5 4 3

2

3

5

3) ( ) (� )

( ) , .

10

2 1 0 10
3 2

� �

� �

�

	










�










x

c c c ngdy

Korzystaj¹c z prawdziwych relacji 7�1000 – (–1), 11�1000 – (–1), 13�1000 – (–1)

oraz z w³asnoœci (I), otrzymamy: 7�g(1000) – g(–1), 11�g(1000) – g(–1),

13�g(1000) – g(–1). Dla x = –1 funkcja g przyjmuje wartoœæ:

g(–1) = � – (c11c10c9)10 + (c8c7c6)10 – (c5c4c3)10 + (c2c1c0)10 =

= – (100c11 + 10c10 + c9) + (100c8 + 10c7 + c6) – (100c5 + 10c4 + c3) +

+ (100c2 + 10c1 + c0).

Niech a1 = 100c2 + 10c1 + c0, a2 = 100c5 + 10c4 + c3, a3 = 100c8 + 10c7 + c6,

a4 = 100c11 + 10c10 + c9. Mamy wiêc: g(–1) = � – a4 + a3 – a2 + a1. Poniewa¿

g(1000) = L, zatem: 7�L – g(–1), 11�L – g(–1), 13�L – g(–1). Na podstawie w³as-

noœci (II) otrzymujemy nastêpuj¹ce warunki dostateczne podzielnoœci liczby

L przez 7 lub 11 lub 13: je¿eli suma algebraiczna g(–1) = � – a4 + a3 – a2 + a1 jest

podzielna przez 7 lub 11 lub 13, to liczba L jest podzielna odpowiednio przez 7,

11, 13.

Warunki dostateczne podzielnoœci liczby L przez 125 i 1000 mo¿na ustaliæ na

podstawie relacji: 125�1000 – 0, 1000�1000 – 0. St¹d wobec (I) mamy:

125�g(1000) – g(0), 1000�g(1000) – g(0). Poniewa¿ g(1000) = L i g(0) =

= (c2c1c0)10, zatem: 125�L – (c2c1c0)10, 1000�L – (c2c1c0)10.

Mamy wiêc:

– je¿eli 125�100c2 + 10c1 + c0, to 125�L;

– je¿eli 1000�100c2 + 10c1 + c0, to 1000�L.

Liczba L jest wiêc podzielna przez 1000, gdy c2 = c1 = c0 = 0.

D. Podzielnoœæ liczby L przez 6, 12, 14, 15, 18 i 20.

Na podstawie w³asnoœci (III) mo¿na sformu³owaæ nastêpuj¹ce warunki

dostateczne podzielnoœci:

a) Je¿eli 2�L i 3�L, to 6�L, poniewa¿ NWD(2, 3) = 1;

b) Je¿eli 3�L i 4�L, to 12�L, poniewa¿ NWD(3, 4) = 1;

c) Je¿eli 2�L i 7�L, to 14�L, poniewa¿ NWD(2, 7) = 1;

d) Je¿eli 3�L i 5�L, to 15�L, poniewa¿ NWD(3, 5) = 1;
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f) Je¿eli 2�L i 9�L, to 18�L, poniewa¿ NWD(2, 9) = 1;

g) Je¿eli 4�L i 5�L, to 20�L, poniewa¿ NWD(4, 5) = 1.

Liczba parzysta jest wiêc podzielna przez 6 lub 14, lub 18, gdy jest odpowie-

dnio podzielna przez 3, 7, 9. Liczba podzielna przez 3 jest wiêc podzielna przez

12 lub 15, gdy jest odpowiednio podzielna przez 4, 5. Liczba podzielna przez 5

jest podzielna przez 20, gdy jest podzielna przez 4.

E. Inne cechy podzielnoœci.

Liczbê L = cn � 10n + cn–1 � 10n–1 + � + c2 � 102 + c1 � 10 + c0 mo¿na przedsta-

wiæ w postaci:
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WeŸmy pod uwagê funkcjê h postaci:
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Korzystaj¹c z prawdziwych relacji: 4�100 – 0, 25�100 – 0, 100�100 – 0 oraz

z w³asnoœci (I), otrzymamy: 4�h(100) – h(0), 25�h(100) – h(0), 100�h(100) – h(0).

Poniewa¿ h(100) = L i h(0) = (c1c0)10, zatem: 4�L – (c1c0)10, 25�L – (c1c0)10,

100�L – (c1c0)10, czyli: 4�L – (10c1 + c0), 25�L – (10c1 + c0), 100�L – (10c1 + c0).

Warunki dostateczne podzielnoœci liczby L przez 4 lub 25, lub 100 s¹ nastê-

puj¹ce:

– je¿eli 4�(c1c0)10, to 4�L;

– je¿eli 25�(c1c0)10, to 25�L;

– je¿eli 100�(c1c0)10 (czyli c1 = c0 = 0), to 100�L.

Aby wiêc zbadaæ podzielnoœæ liczby L przez 4 lub 25, lub 100, wystarczy

zbadaæ podzielnoœæ liczby (c1c0)10 (utworzonej z dwóch ostatnich cyfr liczby L)

odpowiednio przez 4, 25, 100.
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F. Sposób wprowadzania cech podzielnoœci liczb w szkole.

W procesie dydaktycznym cechy podzielnoœci liczb ustalamy nie na podsta-

wie teoretycznych rozwa¿añ, lecz na drodze empirycznej poprzez rozpatrywa-

nie konkretnych przyk³adów. Uzasadnienie w³asnoœci (II) i (III) mo¿na przepro-

wadziæ dopiero w klasach licealnych. Przed przyst¹pieniem do omawiania cech

podzielnoœci liczb wyjaœniamy uczniom, ¿e ka¿d¹ liczbê zapisan¹ w systemie

pozycyjnym dziesiêtnym mo¿na przedstawiæ w postaci rozwiniêtej. Na przy-

k³ad:

273 = 2 � 100 + 7 � 10 + 3,

4652 = 4 � 1000 + 6 � 100 + 5 � 10 + 2,

(c2c1c0)10 = c2 � 100 + c1 � 10 + c0,

gdzie c2, c1, c0 s¹ cyframi.

Podzielnoœæ liczby (c3c2c1c0)10 przez 2, 5, 10 wyjaœniamy nastêpuj¹co:

liczbê L przedstawiamy w postaci rozwiniêtej:

L c c c c c c c c

L

� � � � � � � � � � � � �
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1

( )
� ������ ������

.

Poniewa¿ liczba L1 jest podzielna przez ka¿d¹ z liczb 2, 5, 10, zatem liczba L

jest podzielna przez 2 lub 5, lub 10 wtedy i tylko wtedy, gdy cyfra c0 jest podziel-

na odpowiednio przez 2, 5, 10. Liczba L jest podzielna przez 2, gdy c0 jest cyfr¹

parzyst¹; liczba L jest podzielna przez 5, gdy c0 = 0 lub c0 = 5; liczba L jest po-

dzielna przez 10, gdy c0 = 0.

W celu ustalenia cechy podzielnoœci przez 3 lub 9 liczbê L = (c2c1c0)10 przed-

stawiamy nastêpuj¹co:

L = 1000c3 + 100c2 + 10c1 + c0 = (999 + 1)c3 + (99 + 1)c2 + (9 + 1)c1 + c0.

St¹d:

L c c c c c c c

c c c
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Liczba L jest podzielna przez 3 i 9. Zatem liczba L jest podzielna przez 3 lub

9 wtedy i tylko wtedy, gdy suma cyfr tej liczby jest podzielna odpowiednio

przez 3 i 9. Na podstawie przedstawienia liczby L w postaci (1) mo¿na zauwa-

¿yæ, ¿e je¿eli jest ona podzielna przez 9, to jest tak¿e podzielna przez 3. Nie jest

to jednak prawdziwa implikacja odwrotna. Na przyk³ad 3�6, ale 9 6� .

Cechy podzielnoœci przez 4, 25, 100 mo¿na ustaliæ nastêpuj¹co. Liczbê

L = (c4c3c2c1c0)10 = 10000c4 + 1000c3 + 100c2 + 10c1 + c0 przedstawiamy w postaci:
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L c c c c c

L
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1

( ) .
� ����� �����

Liczba L1 jest podzielna przez ka¿d¹ z liczb 4, 25 i 100, zatem liczba L jest

podzielna przez 4 lub 25 lub 100 wtedy i tylko wtedy, gdy liczba (c1c0)10 =

= 10c1 + c0 jest podzielna odpowiednio przez 4, 25, 100. W przypadku podziel-

noœci liczby L przez 100 mamy c1 = c0 = 0.

W celu wyjaœnienia cech podzielnoœci przez 7, 11 i 13 dan¹ liczbê

L = (c6c5c4c3c2c1c0)10 przedstawiamy w postaci trójek:

L = (00c6)10 – (c5c4c3)10 + (c2c1c0)10

i badamy podzielnoœæ przez 7, 11 i 13 otrzymanej sumy algebraicznej. Liczba L

jest podzielna przez 7 lub 11 lub 13 wtedy i tylko wtedy, gdy utworzona z tej licz-

by suma algebraiczna liczb trzycyfrowych jest podzielna odpowiednio przez 7,

11 i 13.

Oto przyk³ady:

� Liczba 61215 jest podzielna przez 7 i 11, gdy¿ –61 + 215 = 154, a jest to

liczba podzielna przez 7 i przez 11;

� Liczba 5040 jest podzielna przez 7, gdy¿ –5 + 040 = 35, a 7�35;

� Liczba 212355 jest podzielna przez 11 i 13, gdy¿ –212 + 355 = 143, a licz-

ba ta dzieli siê przez 11 i 13.

Cechê podzielnoœci liczby przez 4 mo¿na wyjaœniæ w taki sposób. Liczbê

L = (c3c2c1c0)10 = 1000c3 + 100c2 + 10c1 + c0 przedstawiamy nastêpuj¹co:
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Liczba L1 jest podzielna przez 4, a zatem liczba L dzieli siê przez 4 wtedy

i tylko wtedy, gdy 4�2c1 + c0.

W celu ustalenia cechy podzielnoœci przez 8 dan¹ liczbê L = (c4c3c2c1c0)10

przedstawiamy nastêpuj¹co:
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Liczba L1 jest podzielna przez 8. Liczba L dzieli siê przez 8 wtedy i tylko

wtedy, gdy 8�4c2 + 2c1 + c0.

Cechê podzielnoœci liczby przez 125 lub 1000 mo¿na otrzymaæ nastêpuj¹co.
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Niech
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Liczba L1 jest podzielna przez 125 i 1000. St¹d liczba L dzieli siê przez 125

i 1000 wtedy i tylko wtedy, gdy liczba (c2c1c0)10 = 100c2 + 10c1 + c0 jest

odpowiednio podzielna przez 125 i 1000. Liczba L jest podzielna przez 1000,

gdy c2 = c1 = c0 = 0.

Cechê podzielnoœci przez 4, 25, 100 mo¿na tak¿e otrzymaæ nastêpuj¹co. Li-

czbê L c c c c c� ( )
4 3 2 1 0 10

przedstawiamy nastêpuj¹co:

L c c c c c

c c

� � � � � �

� � � � �

10000 1000 100 10

8 1250 8 125

4 3 2 1 0

4 3
(8 12 4 8 2

100 100 10

2 1 0

4 3 2

1

� � � � � �

� � �

) ( )

( )

c c c

c c c

L

� ���� ����
� �10

1 0
c c .

Poniewa¿ liczba L1 jest podzielna przez 4, 25 i 100, zatem L dzieli siê przez

4, 25 i 100 wtedy i tylko wtedy, gdy liczba (c1c0)10 = 10c1 + c0 jest podzielna

odpowiednio przez 4, 25 i 100.

Sposób badania podzielnoœci liczby L przez 6, 12, 14, 15, 18, 20 omówiliœmy

w punkcie D. Badaj¹c podzielnoœæ liczb, mo¿na czêsto skorzystaæ z nastêpu-

j¹cej w³asnoœci:

IV. Jeœli p�q i q�L, to p�L.

W³asnoœæ tê mo¿na ³atwo uzasadniæ. Na jej podstawie mamy oczywiste

zale¿noœci:

– je¿eli 9�L, to 3�L, poniewa¿ 3�9;

– je¿eli 8�L, to 4�L, poniewa¿ 4�8;

– je¿eli 12�L, to 6�L, 4�L, 3�L i 2�L, poniewa¿ 6�12, 4�12, 3�12 oraz 2�12.
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FEATURES OF DIVISIBILITY BY DIFFERENT NATURAL NUMBERS

S u m m a r y

In this paper a few different methods of proving some divisibility rules are given. These

methods are very simple and intuitive. Unfortunately, in secondary school mathematical

textbooks there are no such methods as the school curriculum only mentions some of the

divisibility rules and „tests“ these rules on selected numbers. We believe that our approach can be

very useful. Firstly, presenting our approach, teaching mathematics may be more attractive.

Secondly, elements of any proving are very important in school teaching. Thirdly, our proposal

can be of use to people not related to mathematics, for example, to verify their expenses.
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