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Robert SOCHACKI, Arkadiusz BRYLL

Cechy podzielno$ci przez rozne liczby naturalne

Celem niniejszej publikacji jest przede wszystkim podanie elementarnych
uzasadnien niektorych cech podzielnosci pewnych liczb naturalnych. Nowa
podstawa programowa nauczania matematyki w szkolach ponadgimnazjalnych
tego nie przewiduje. W szkole wspomina si¢ jedynie o niektorych cechach po-
dzielnosci oraz ,testuje” si¢ te cechy na wybranych liczbach. Sadzimy, ze nasze
podejscie ma duze walory dydaktyczne — odstania ono metode opracowywania
takich cech i moze by¢ z powodzeniem prezentowane uczniom. Ponadto podane
sa tez liczne adekwatnie dobrane przyklady. Nasza propozycja moze by¢ wyko-
rzystana w praktyce zawodowej czynnych nauczycieli matematyki lub tez oséb,
ktére pragna zosta¢ nauczycielami. Proponowane przez nas uzasadnienia
niewatpliwie przyczynia si¢ do uatrakcyjnienia nauczania poprawnego wniosko-
wania, by¢ moze tez zostang wykorzystane przez osoby na co dzien nie-
zwigzane z matematyka, np. do weryfikacji swoich wydatkow.

W dalszych rozwazaniach zakladamy, ze liczby L oraz m sa naturalne
(rozszerzenie rozwazan na liczby catkowite pominiemy). Podzielnos¢ liczby L
przez liczbe m mozna ustali¢ trzema sposobami:

1. Wykonanie bezposredniego dzielenia liczby L przez m (m # 0). Jezeli
liczba L dzieli si¢ przez m z reszta zero, to znaczy, ze liczba L jest podzielna
przez m (co zapisujemy m|L).

2. Rozklad liczby L na czynniki pierwsze. Jezeli w rozkladzie liczby L na
czynniki pierwsze wystepuje czynnik m lub wystepuja czynniki, ktore w iloczy-
nie daja liczbg m, to m|L.

3. Wykorzystanie cech podzielnosci liczb.
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Nalezy zauwazy¢, ze niekiedy bezposrednie dzielenie liczby L przez dang
liczbe¢ m # 0 pozwala rozstrzygna¢ o podzielnosci szybciej niz dwa pozostale
sposoby. Czgsto jednak korzystamy ze sposobow 2 i 3. Na przyktad w celu zba-
dania podzielnosci liczby 420 przez 12 mozemy roztozy¢ liczbg 420 na czynni-
ki: 420 =2 -2 -3 -5 - 7 Poniewaz 12 =2 - 2 - 3, zatem 12|420.

Omoéwimy doktadniej ostatni ze sposobdw, podajac cechy podzielnosci liczb
przez kazda liczbe naturalng z przedziatu (2, 15) oraz przez niektore inne liczby
naturalne. W szkole wykorzystuje si¢ tylko cechy podzielnosci liczb przez
niektore liczby z przedziatu (2, 15), gdy tymczasem uzasadnienie i wykorzysta-
nie cech podzielnosci przez inne liczby z tego przedziatu nie jest trudne.

Przez ceche¢ podzielnosci liczby L przez liczbg naturalng m # 0 rozumiemy
warunek konieczny i dostateczny podzielnosci L przez m. Na przyktad cecha
podzielnosci przez liczb¢ 9 ma postac:

o warunek konieczny: Jezeli liczba L jest podzielna przez 9, to suma cyfr tej

liczby jest podzielna przez 9;
e warunek dostateczny: Jezeli suma cyfr liczby L jest podzielna przez 9, to
liczba ta jest podzielna przez 9.

Podobnie cechy bbb, bkb, kbk przystawania trojkatow maja posta¢ warunku
koniecznego i dostatecznego.

Przy ustalaniu podzielnosci liczb korzystamy najczgsciej z warunku dosta-
tecznego danej cechy. Omdéwimy najpierw zagadnienia teoretyczne dotyczace
cech podzielnosci liczb, a nastgpnie zilustrujemy sposéb wykorzystania tych
cech w praktyce szkolne;j.

Przy ustalaniu cech podzielnosci liczb korzystamy z nastgpujacych wiasnosci:

I. Jezeli f jest wielomianem o wspotczynnikach catkowitych postaci:
fx)=cx"+c, X"+ + X+ cx + ¢, oraz m|a — b, to m|fla) — Ab).
I1. Jezeli m|p — g, to (m|p wtedy i tylko wtedy, gdy m|q).

III. Jezeli NWD(a, b) = 1 i m|a i m|b, to m|a - b.

Liczbe naturalng zapisana w systemie pozycyjnym dziesigtnym w postaci
L = (c,c,, ... c,c1€y)9 MOzna przedstawié¢ nastgpujaco:

L=c, - 10"+c¢,, - 107"+ +¢ - 10"+ ¢, - 10 + ¢,

Mamy wigc: L = f(10).

A. Podzielno$¢ liczby L przez 2, 5 i 10.

Na podstawie oczywistych zaleznosci: 2|10 -0, 5/10 -0, 10|10 — 0 oraz wo-
bec wiasnosci (I) otrzymujemy: 2[f{10) — £(0), 5[/(10) — £(0), 10[/(10) — f0).

Poniewaz f(10) = L, A(0) = ¢, zatem: 2|L — ¢,, 5|L — ¢y, 10|L — ¢,. Stad na
podstawie wlasnosci (II) mamy:

— jezeli ¢, jest liczba parzysta (c, € {0, 2, 4, 6, 8}), to 2|L;
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—jezeli ¢, = 0 lub ¢, = 5, to 5|L;

— jezeli ¢, = 0, to 10|L.

Podalismy tutaj warunki dostateczne podzielnosci liczby L przez 2, 5 i 10.
Warunki konieczne otrzymamy, podajac implikacje odwrotne.

B. Podzielno$¢ liczby L przez 4 i przez 8.

Korzystajac z prawdziwych zaleznosci: 410 — 2, 4|10 — (-2), 8|10 — 2 oraz
z whasnoéei (I), mamy: 4|10) — £2), 4[f10) — A-2), 8|A10) — A2).

Poniewaz f(10) = L oraz
f2)=c, 2"+ tc, 224, 24¢,=2%c, 2" P+ +e)te 2+,
[ =c, (2 +ot oy (2 + ey (D) + 6= (e, (2)7 - Fep) =261 + ¢
f2)=2%c, 27+t Ty 2 He 2+,

zatem
4|L = 4[f(2) = 4]2¢, + ¢y,

4L = 4[f(-=2) = 4|- 2¢, + ¢,
8|L = 8|fi2) = 8l|4c, + 2¢; + ¢,

Liczba L jest wigc podzielna przez 4 wtedy i tylko wtedy, gdy 4|2c¢; + ¢ lub
4|— 2¢; + co.
Liczba L jest wige podzielna przez 8 wtedy i tylko wtedy, gdy 8|4c, + 2¢, + .

C. Podzielno$¢ liczby L przez 7, 11, 13, 125 i 1000.

Liczbe L=1c, 10"+ ¢, - 10"+ { ¢;- 10° + ¢; - 10 + ¢, mozna przed-
stawi¢ nastgpujaco:

n=3
3

(00c,), - -1000° +(c, ¢, ,¢, 1)1 "
+(c,¢,¢0)y95 gdy3
(Oc,c, ) 10007 + (c
+(c,c¢0) 105 gdy3‘n—1,
10007 +(c,
+(c,c¢0) 05 gdy3‘n—2.

1000 + -+ +(c,c,¢, ), -1000+

1000 + -+ + (c e c,),, 1000+

n-2 n3 n4)10

(€,C,.1€,2)10 3CuaCass o 1007 + - + (c5¢,¢5),, -1000 +

Rozwazmy funkcj¢ g postaci:
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-3

(OOC )10 x + (Cnl n-2Cn- 3)10' - ot (650403)10-x+
+(cz 1 0)10’

n-4
(Ocncn—l)lo X 5 + (cn 26,3C,_ 4)10' P At (050403)10 X+

+(c,¢,¢4)y05 gdy3‘ n-1,
n-s
(cncn—lcn—Z)IO X 5 + (Cn 3C,-4C, 5)10' Pkt (050463)10 X+

+(cy¢,¢)y, gdy3n—2.

Korzystajac z prawdziwych relacji 7/1000 — (—1), 11]1000 —(-1), 131000 — (-1)
oraz z wilasnosci (I), otrzymamy: 7|g(1000)—g(-1), 11|g(1000)— g(-1),
13|g(1000) — g(-1). Dla x = —1 funkcja g przyjmuje wartos¢:

g=1) = - = (eCipCo)ip Tt (CsCiCe10 — (CsCaCa)ig + (CxCiCo)g =
= — (100c;; + 10c;y + cg) + (100cg + 10c; + ¢g) — (100c5 + 10¢, + ¢5) +
+ (100c, + 10c, + ).

Niech a,=100¢, + 10c, +¢;,, a,=100c; + 1004 +c;,  ay=100cs + 10c; + ¢,
a, = 100¢;; + 10c), + ¢ Mamy wige: g(-1) = --- — a, + a3 — a, + a,. Poniewaz
g(1000) = L, zatem: 7|L — g(-1), 11|L — g(-1), 13|L — g(-1). Na podstawie wias-
nosci (II) otrzymujemy nastgpujace warunki dostateczne podzielnosci liczby
L przez 7 Tub 11 lub 13: jezeli suma algebraiczna g(-1)= -+ —a, + a; — @, + a, jest
podzielna przez 7 lub 11 lub 13, to liczba L jest podzielna odpowiednio przez 7,
11, 13.

Warunki dostateczne podzielnosci liczby L przez 125 i 1000 mozna ustali¢ na
podstawie relacji: 125/1000 — 0, 1000|1000 — 0. Stad wobec (I) mamy:
125|g(1000) — g(0), 1000|g(1000) — g(0). Poniewaz g(1000) = L i g(0) =
= (e,¢1Ch0r zatem: 125|L — (cy¢1¢0)100 1000|L — (cy¢1¢0)10-

Mamy wigc:

— jezeli 125]100c, + 10c¢, + ¢,, to 125|L;

— jezeli 1000]100¢, + 10c¢; + ¢,, to 1000|L.

Liczba L jest wigc podzielna przez 1000, gdy ¢, = ¢, = ¢, = 0.

D. Podzielno$¢ liczby L przez 6, 12, 14, 15, 18 i 20.

Na podstawie wiasnosci (III) mozna sformutowacé nastgpujace warunki
dostateczne podzielnosci:

a) Jezeli 2|L i 3|L, to 6|L, poniewaz NWD(2, 3) = 1;

b) Jezeli 3|L i 4|L, to 12|L, poniewaz NWD(3, 4)

¢) Jezeli 2|L i 7|L, to 14|L, poniewaz NWD(2, 7)

d) Jezeli 3|L i 5|L, to 15|L, poniewaz NWD(3, 5)

1
L;
1
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f) Jezeli 2|L i 9|L, to 18|L, poniewaz NWD(2, 9) = 1,

g) Jezeli 4|L i 5|L, to 20|L, poniewaz NWD(4, 5) = 1.

Liczba parzysta jest wigc podzielna przez 6 lub 14, lub 18, gdy jest odpowie-
dnio podzielna przez 3, 7, 9. Liczba podzielna przez 3 jest wigc podzielna przez
12 lub 15, gdy jest odpowiednio podzielna przez 4, 5. Liczba podzielna przez 5
jest podzielna przez 20, gdy jest podzielna przez 4.

E. Inne cechy podzielnoSci.
Liczbe L=c, 10"+ ¢, - 10"+ - +¢,- 10+ ¢; - 10 + ¢, mozna przedsta-

wi¢ w postaci:

n-2
2

(OCn)lo -100° + (cnflcnfz)]0 -100
gdy 2

(c,c, ) 1002 + (¢, ,c, ), -100
gdy 2)(n

+ coe + (CSCZ)IO '100+(C]CO)|0’

n,
L=

Tt 4 (0,0,), 1004 (c ey,
Wezmy pod uwage funkcje /# postaci:

n w2
(0c, )y x>+ (¢, 1€, 5) X > + 0 4 (€5¢,) X+ (€,¢)45

gdy 2

n,
h(x)=

n-3
2

el
(c,c, )X +(c, ¢, 5) X

gdy 2* n

+ o+ (c50,), X+ (clco)m’

Korzystajac z prawdziwych relacji: 4/100 — 0, 25/100 — 0, 100|100 — 0 oraz
z whasnosci (1), otrzymamy: 4|/4(100) — 4(0), 25|A(100) — A(0), 100|A(100) — A(0).
Poniewaz h(lOO) =Li h(O) = (Clco)lo, zatem: 4‘[1 — (Clc())l(), 25‘[/ — (Clc())l(),
100|L — (¢1¢0)10, czyliz 4|L — (10c; + o), 25|L — (10¢ + ¢o), 100|L — (10¢; + ¢o).

Warunki dostateczne podzielnosci liczby L przez 4 lub 25, lub 100 sg naste-
pujace:

— jezeli 4|(c,cp)i0» to 4|L;

— jezeli 25(c,cy)i0» to 25|L;

— jezeli 100|(c,cy)yq (czyli ¢, = ¢, = 0), to 100|L.

Aby wiec zbadaé podzielnosé¢ liczby L przez 4 lub 25, lub 100, wystarczy
zbadaé podzielno$¢ liczby (c,c,),, (utworzonej z dwdch ostatnich cyfr liczby L)
odpowiednio przez 4, 25, 100.
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F. Sposob wprowadzania cech podzielnos$ci liczb w szkole.

W procesie dydaktycznym cechy podzielnosci liczb ustalamy nie na podsta-
wie teoretycznych rozwazan, lecz na drodze empirycznej poprzez rozpatrywa-
nie konkretnych przyktadéow. Uzasadnienie wtasnosci (II) i (III) mozna przepro-
wadzi¢ dopiero w klasach licealnych. Przed przystapieniem do omawiania cech
podzielnosci liczb wyjasniamy uczniom, ze kazda liczbg zapisang w systemie
pozycyjnym dziesigtnym mozna przedstawi¢ w postaci rozwinigtej. Na przy-
ktad:

273 =2 - 100 + 7 - 10 + 3,

4652 =4 - 1000 + 6 - 100 + 5 - 10 + 2,
(crcic)10 = €5 - 100 + ¢, - 10 + ¢y,

gdzie c¢,, ¢, ¢, sa cyframi.

Podzielno$¢ liczby (cscacico)io przez 2, 5, 10 wyjasniamy nastepujaco:
liczbg L przedstawiamy w postaci rozwinigtej:

L=c,-1000+c, - 100+c¢, - 10+¢c, =10(c, - 100+c, - 10+c,) +c,.

L

Poniewaz liczba L, jest podzielna przez kazda z liczb 2, 5, 10, zatem liczba L
jest podzielna przez 2 lub 5, lub 10 wtedy i tylko wtedy, gdy cyfra ¢, jest podziel-
na odpowiednio przez 2, 5, 10. Liczba L jest podzielna przez 2, gdy ¢, jest cyfra
parzysta; liczba L jest podzielna przez 5, gdy ¢y = 0 lub ¢y = 5; liczba L jest po-
dzielna przez 10, gdy ¢y = 0.

W celu ustalenia cechy podzielnosci przez 3 lub 9 liczbe L = (cyc1¢0)10 przed-
stawiamy nastgpujaco:

L =1000c; + 100c, + 10¢; + ¢, = (999 + 1) + (99 + )e, + (9 + 1), + c,.
Stad:

L=999c, +99¢, +9c, +(c, +c, +¢c, +¢,)=
=9(I1le, +11c, +¢,)+(c, +c, +c, +c,). (1)

L

Liczba L jest podzielna przez 3 1 9. Zatem liczba L jest podzielna przez 3 lub
9 wtedy 1 tylko wtedy, gdy suma cyfr tej liczby jest podzielna odpowiednio
przez 3 1 9. Na podstawie przedstawienia liczby L w postaci (1) mozna zauwa-
zy¢, ze jezeli jest ona podzielna przez 9, to jest takze podzielna przez 3. Nie jest
to jednak prawdziwa implikacja odwrotna. Na przyktad 3|6, ale 9/6.

Cechy podzielnosci przez 4, 25, 100 mozna ustali¢ nastgpujaco. Liczbeg
L = (¢40505¢1€0)19 = 10000c, + 1000c; + 100c, + 10¢, + ¢, przedstawiamy w postaci:
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L=100(100c, + 10c, + ¢,) + 10c, + c,,.

Ly

Liczba L, jest podzielna przez kazda z liczb 4, 25 i 100, zatem liczba L jest
podzielna przez 4 lub 25 lub 100 wtedy i tylko wtedy, gdy liczba (cico)i0 =
= 10c) + ¢ jest podzielna odpowiednio przez 4, 25, 100. W przypadku podziel-
nosci liczby L przez 100 mamy c¢; = ¢y = 0.

W celu wyjasnienia cech podzielnosci przez 7, 11 i 13 dang liczbg
L = (cecscacicacico)io przedstawiamy w postaci trojek:

L = (00cg)y — (c5¢4c3)19 T (261010

i badamy podzielno$¢ przez 7, 11 1 13 otrzymanej sumy algebraicznej. Liczba L
jest podzielna przez 7 lub 11 lub 13 wtedy i tylko wtedy, gdy utworzona z tej licz-
by suma algebraiczna liczb trzycyfrowych jest podzielna odpowiednio przez 7,
111 13.
Oto przyktady:
e Liczba 61215 jest podzielna przez 7 i 11, gdyz —61 + 215 = 154, a jest to
liczba podzielna przez 7 i przez 11;
e Liczba 5040 jest podzielna przez 7, gdyz —5 + 040 = 35, a 7|35;
e Liczba 212355 jest podzielna przez 111 13, gdyz —212 + 355 = 143, a licz-
ba ta dzieli si¢ przez 11 i 13.
Ceche podzielnosci liczby przez 4 mozna wyjasni¢ w taki sposob. Liczbeg
L = (c565¢1¢9)10= 1000c; + 100¢c, + 10c¢, + ¢, przedstawiamy nastgpujaco:

L=4-250c, +4-25c, +(4-2+2)c, +c, =4250c, +25¢c, +2¢c,)+2c, +¢,.

L

Liczba L, jest podzielna przez 4, a zatem liczba L dzieli si¢ przez 4 wtedy
i tylko wtedy, gdy 4|2¢; + co.

W celu ustalenia cechy podzielnosci przez 8 dang liczbg L = (c4c5¢,¢1¢0) 10
przedstawiamy nastepujaco:

L=10000c, +1000c, +100c, +10c, +c, =
=8-1250c, +8-125¢, +(8-12+4)c, +(8+2)c, +¢, =
=8(1250c, +125¢, +12¢, +c,)+4c, +2¢, +c,.

L

Liczba L, jest podzielna przez 8. Liczba L dzieli si¢ przez 8§ wtedy i tylko
wtedy, gdy 8|4c, + 2¢; + ¢
Ceche podzielnosci liczby przez 125 lub 1000 mozna otrzymac nastgpujaco.
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Niech

L=(csc,c,c,cc,),, =100000c, +10000c, +1000c, +100c, +10c, +c, =
= 1000(100c, +10c, +c,)+100c, +10c, +c,,.

L

Liczba L, jest podzielna przez 125 i 1000. Stad liczba L dzieli si¢ przez 125
i 1000 wtedy i tylko wtedy, gdy liczba (c,c,cy);o = 100c, + 10c, + ¢, jest
odpowiednio podzielna przez 125 i 1000. Liczba L jest podzielna przez 1000,
gdy ¢, = ¢, = ¢, = 0.

Ceche podzielnosci przez 4, 25, 100 mozna takze otrzymac nastgpujaco. Li-
czbe L=(c,c,c,c c,),, przedstawiamy nastepujaco:

L=10000c, +1000c, +100c, +10c, +c, =
=8-1250c, +8-125¢, +(8-12+4)c, +(8+2)c, +¢, =
=100(100c, +10c, +c,)+10c, +c,.

L

Poniewaz liczba L, jest podzielna przez 4, 25 i 100, zatem L dzieli si¢ przez
4, 251 100 wtedy i tylko wtedy, gdy liczba (c,cy);, = 10¢; + ¢, jest podzielna
odpowiednio przez 4, 25 i 100.

Sposob badania podzielnosci liczby L przez 6, 12, 14, 15, 18, 20 oméwilismy
w punkcie D. Badajac podzielnos¢ liczb, mozna czgsto skorzysta¢ z nastgpu-
jacej wlasnosci:

IV. Jesli plq i ¢q|L, to p|L.

Wiasno$¢ t¢ mozna tatwo uzasadni¢. Na jej podstawie mamy oczywiste
zaleznosci:

— jezeli 9|L, to 3|L, poniewaz 3|9;

— jezeli 8|L, to 4|L, poniewaz 4|8;

—jezeli 12|L, to 6|L, 4|L, 3|L i2|L, poniewaz 6|12, 4|12, 3|12 oraz 2|12.
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FEATURES OF DIVISIBILITY BY DIFFERENT NATURAL NUMBERS

Summary

In this paper a few different methods of proving some divisibility rules are given. These
methods are very simple and intuitive. Unfortunately, in secondary school mathematical
textbooks there are no such methods as the school curriculum only mentions some of the
divisibility rules and ,.tests* these rules on selected numbers. We believe that our approach can be
very useful. Firstly, presenting our approach, teaching mathematics may be more attractive.
Secondly, elements of any proving are very important in school teaching. Thirdly, our proposal
can be of use to people not related to mathematics, for example, to verify their expenses.
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